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Résumé
Soit S un ouvert semi-algébrique défini par
S =
t⋃
j=1
{fj,1 > 0, fj,2 > 0, . . . , fj,sj > 0}
où fj,i :Rn → R (j = 1, . . . , t, i = 1, . . . , sj ), sont des polynômes de degrés dj,i  2. Soit B(r) une
boule de rayon r dans Rn. Posons s = max1jt sj et d = max{dj,i , j = 1, . . . , t, i = 1, . . . , sj }. Nous
montrons que le diamètre géodésique des composantes connexes de S ∩B(r) est majoré par :
rc(n)dn−1 sn−1t
où c(n) est une constante explicite en fonction de n. Nous utilisons les résultats de D. D’Acunto et K. Kur-
dyka sur le diamètre géodésique des composantes connexes de {f > 0} ∩ B(r) où f est un polynôme de
degré d.
Nous donnerons des exemples pour montrer que les exposants de d, s et t sont optimaux.
© 2007 Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.
1. Introduction
Un aspect important de la géométrie semi-algébrique est d’obtenir des informations topolo-
giques ou géométriques sur un ensemble semi-algébrique à partir du nombre et du degré des
polynômes qui servent à sa définition et ceci de manière uniforme par rapport aux coefficients
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le diamètre géodésique. Le diamètre géodésique d’un ensemble connexe A est la borne supé-
rieure des distances à parcourir pour aller d’un point à un autre à l’intérieur de A. Dans ce papier
nous noterons dg(A) le diamètre géodésique de A. La majoration du diamètre géodésique d’un
ensemble semi-algébrique est une question qui a déjà intéressé plusieurs mathématiciens. Une
importante avancée a été recemment faite par D. D’Acunto et K. Kurdyka. Comme application
de leurs résultats sur les trajectoires des gradients des polynômes, ils donnent une borne pour
le diamètre géodésique d’un ensemble semi-algébrique décrit par une seule inégalité polyno-
miale. Soit f :Rn → R, avec n  2, un polynôme de degré d  2 et soit B(r) une boule de
rayon r dans Rn. Soit Di, i ∈ I , les composantes connexes de {f > 0} ∩ B(r). D. D’Acunto et
K. Kurdyka [3] ont montré que : ∑i∈I dg(Di) rc(n)dn−1 où c(n) est une constante explicite
en fonction de n. Ils montrent aussi que cette borne est optimale par rapport à l’exposant de d en
construisant des exemples où le diamètre géodésique dépasse c′(n)dn−1 où c′(n) est une autre
constante explicite en fonction de n. Nous allons étendre ce résultat à un ensemble ouvert semi-
algébrique quelconque. D’après le théorème de finitude (Théorème 2.7.2 dans [1]) un ensemble
ouvert semi-algébrique est une réunion finie d’ouverts semi-algébriques de base c’est à dire une
réunion finie d’ensembles de la forme
{f1 > 0, f2 > 0, . . . , fs > 0}
où f1, f2, . . . , fs ∈ R[X1, . . . ,Xn].
Nous considérons donc un ouvert semi-algébrique S défini par
S =
t⋃
j=1
{fj,1 > 0, fj,2 > 0, . . . , fj,sj > 0}
où fj,i :Rn → R (j = 1, . . . , t, i = 1, . . . , sj ), sont des polynômes de degrés dj,i  2. Soit B(r)
une boule de rayon r dans Rn. Posons s = max1jt sj et d = max{dj,i , j = 1, . . . , t, i =
1, . . . , sj }. Nous montrons que la somme des diamètres géodésiques des composantes connexes
de S ∩ B(r) est majorée par
rc(n)dn−1sn−1t
où c(n) est la même constante que celle qui figure dans la borne supérieure de D. D’Acunto et
K. Kurdyka.
Nous montrons ensuite que les exposants de d, s et t sont optimaux en construisant des
exemples pour lesquels le diamètre géodésique des composantes connexes de S incluses dans
la boule unité de Rn dépasse
c′′(n)dn−1sn−1t
où c′′(n) est une autre constante explicite en fonction de n différente de c(n) et de c′(n).
2. La borne
Théorème 1. Soit S un ouvert semi-algébrique défini par
S =
t⋃
{fj,1 > 0, fj,2 > 0, . . . , fj,sj > 0}
j=1
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de rayon r dans Rn. Posons s = max1jt sj et d = max{dj,i , j = 1, . . . , t, i = 1, . . . , sj }. La
somme des diamètres géodésiques des composantes connexes de S ∩ B(r) est majorée par :
2rtν(n)(3sd + 2)n−1
avec ν(n) = 2( 12 )(n+12 )(n2 )−1 et  est la fonction gamma d’Euler.
Pour démontrer ce théorème nous allons utiliser le lemme suivant qui utilise un résultat de
D. D’Acunto et K. Kurdyka.
Lemme 2 (Cas d’un ouvert semi-algébrique de base). Soit un ensemble semi-algébrique défini
par {f1 > 0, f2 > 0, . . . , fs > 0} où fi :Rn → R (i = 1, . . . , s), sont des polynômes de degrés
di  2. Soit B(r) une boule de rayon r dans Rn. Posons d = max1is di et Cj , j ∈ J les
composantes connexes de {f1 > 0, f2 > 0, . . . , fs > 0} ∩ B(r). Alors∑
j∈J
dg(Cj ) 2rν(n)(3sd + 2)n−1.
Démonstration. Posons f =∏si=1 fi . Donc f :Rn → R est un polynôme de degré inférieur ou
égal à sd . En plus les composantes connexes de l’ensemble {f1 > 0, f2 > 0, . . . , fs > 0} ∩ B(r)
sont des composantes connexes de {f > 0} ∩ B(r). D’après D. D’Acunto et K. Kurdyka∑
j∈J
dg(Cj ) 2rν(n)(3sd + 2)n−1. 
Nous allons maintenant donner la preuve du théorème.
Démonstration. Soit S un ouvert semi-algébrique quelconque
S =
t⋃
j=1
Aj avec Aj = {fj,1 > 0, fj,2 > 0, . . . , fj,sj > 0}.
Nous avons S ∩ B(r) = ⋃tj=1 Aj ∩ B(r). Soient Dl, l ∈ L et Cj,k, k ∈ Kj les composantes
connexes respectives de S ∩ B(r) et Aj ∩ B(r). Pour tout j, k, il existe un unique l ∈ L
tel que Cj,k ⊂ Dl car les Dl sont disjoints. Ainsi chaque Dl est une réunion de Cj,k :Dl =⋃
Cj,k⊂Dl Cj,k .
Soit maintenant x et y deux points quelconques dans Dl . Nous pouvons trouver une suite de
points x0 = x, x1, . . . , xq = y dans Dl et une suite finie Cj(1),k(1), . . . ,Cj (q),k(q) de Cj,k distincts,
tous contenus dans Dl , tels que Cj(m),k(m) contient xm−1 et xm pour m = 1, . . . , q . Donc
dg(Dl)
∑
Cj ;k⊂Dl
dg(Cj,k). (1)
Or Cj,k, k ∈ Kj sont des composantes connexes de Aj ∩ B(r), d’après le lemme 2, pour tout
j = 1, . . . , t∑
dg(Cj,k) 2rν(n)(3sj d + 2)n−1.
k∈Kj
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k∈Kj
dg(Cj,k) 2rν(n)(3sd + 2)n−1.
Donc
t∑
j=1
∑
k∈Kj
dg(Cj,k) 2rtν(n)(3sd + 2)n−1. (2)
Finalement
∑
l∈L
dg(Dl)
t∑
j=1
∑
k∈Kj
dg(Cj,k) 2rtν(n)(3sd + 2)n−1. 
3. Optimalité de la borne
Dans cette section nous montrons que les exposants de d, s et t , dans le théorème, sont op-
timaux. Précisement nous notons Dg(n, d, s, t) la borne supérieure des diamètres géodésiques
des composantes connexes de S ∩ B(1) où S est une union de t ouverts semi-algébriques cha-
cun défini par au plus s inégalités polynomiales de degré au plus d . Nous obtenons le résultat
suivant :
Théorème 3. Pour tout n 2 il existe une constante c′′(n) > 0 telle que pour tous entiers naturels
d, s, et t
Dg(n, d, s, t) c′′(n)dn−1sn−1t.
Démonstration. Nous allons commencer par construire des hyperplans avec des “trous”. Nous
faisons cette construction par récurrence.
Pour n = 2. Nous considérons des droites trouées parallèles entre elles. Les droites notées
H 22,i ont pour équations :
x2 = i ε
σ
, σ  2, i = 1, . . . , σ − 1,0 < ε  1
et les trous notés T 22,i sont des segments de centres ai = (−1)i(1 − ε) et de longueur ε sur ces
droites.
Si σ est pair, un chemin qui joint le point de coordonnées (1− ε, ε2σ ) au point de coordonnées
(1 − ε, ε − ε2σ ) est un chemin dont la longueur est supérieure ou égale à σ(2 − 3ε) dans le
complémentaire des droites trouées dans le disque unité.
Si σ est impair, le chemin a pour extrémités les points de coordonnées (1 − ε, ε2σ ) et
(−(1 − ε), ε − ε2σ ). Voir la Fig. 1.
Dans la suite nous adoptons la notations suivante : λ étant un entier naturel, on pose
η(λ) =
⎧⎪⎨
⎪⎩
ε
2σ
si λ est pair,
ε − ε si λ est impair.
2σ
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Nous supposons la construction réalisée en dimension n − 1. Ce qui signifie que nous avons des
hyperplans troués. Les hyperplans notés Hn−1j,i ont pour équations
xj = i ε
σ
, j = 2, . . . , n − 1, i = 1, . . . , σ − 1.
Les trous sont des parallélépipèdes notés T n−1j,i ⊂ Hn−1j,i de dimension n − 2. Ces trous sont dis-
posés de telle façon que dans le complémentaire de la réunion des hyperplans troués, un chemin
ayant pour point de départ, le point de coordonnées (1 − ε, η(0), . . . , η(0)) et pour point d’arri-
vée, le point de coordonnées ((−1)σ (1 − ε), η(σ ), . . . , η(σ ), η(1)) ait une longueur supérieure
ou égale à σn−2(2 − 3ε).
En dimension n nous considérons des hyperplans troués construits de la manière suivante :
Les hyperplans notés Hnj,i ont pour équations :
xj = i ε
σ
, j = 2, . . . , n, i = 1, . . . , σ − 1.
les trous notés T nj,i sont tels que :
T nj,i = T n−1j,i × [0, ε] ∀j = 2, . . . , n − 1,
et pour j = n, nous prenons pour les trous T nn,i des cubes de dimension n − 1 d’arête ε2σ et dont
les centres ont pour coordonnées ((−1)σ i(1 − ε), η(σ i), . . . , η(σ i), η(i), i ε
σ
). En plus dans le
complémentaire de la réunion des hyperplans troués, un chemin qui joint le point de coordonnées
(1 − ε, η(0), . . . , η(0)) au point de coordonnées ((−1)σ (1 − ε), η(σ ), . . . , η(σ ), η(1)) est un
chemin qui a une longueur supérieure ou égale à σn−1(2−3ε). La Fig. 2 donne un exemple pour
n = 3.
Nous allons maintenant remplacer les hyperplans troués par des quadriques.
Regardons d’abord ce qui se passe en dimension 2. Posons
E22,i (x1, xˆ2) = (x1 − ai)2 −
ε2
4
.
Le chapeau ( ˆ ) signifie que x2 est supprimé.
Les droites trouées sont caractérisées par les systèmes :⎧⎨
⎩
x2 = i ε
σ
, i = 1, . . . , σ − 1, 0 < ε  1,
E22,i (x1, xˆ2) 0.
Posons ensuite
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Q22,i (x1, x2) =
(
x2 − i ε
σ
)2
− δE22,i (x1, xˆ2) avec i = 1, . . . , σ − 1, 0 < δ  ε  1.
Ainsi {Q22,i = 0} est une hyperbole aplatie autour des morceaux de droites. Le complémentaire
de la reunion des morceaux de droites, dans le disque unité, contient l’ensemble {Q22,i > 0,
i = 1, . . . , σ − 1}. Pour δ suffisamment petit l’ensemble {Q22,i > 0, i = 1, . . . , σ − 1} ∩ B(1)
contient les extrémités du chemin cité en dimension 2 et il reste connexe. Donc le diamètre
géodésique de {Q22,i > 0, i = 1, . . . , σ − 1} ∩ B(1) est supérieur ou égal à σ(2 − 3ε).
Pour n > 2, nous remplaçons les trous parallélépipèdes T nj,i par des trous ellipsoïdes inscrits
dans ces derniers et de même centre. Ainsi les hyperplans troués sont caractérisés par les sys-
tèmes :⎧⎨
⎩
xj = i ε
σ
, j = 2, . . . , n, i = 1, . . . , σ − 1, 0 < ε  1,
Enj,i(x1, . . . , xˆj , . . . , xn) 0
où Enj,i(x1, . . . , xˆj , . . . , xn) = 0 est l’équation de l’ellipsoïde dans l’hyperplan d’équation xj =
i ε
σ
. Nous posons ensuite
Qnj,i(x1, . . . , xn) =
(
xj − i ε
σ
)2
− δEnj,i(x1, . . . , xˆj , . . . , xn)
avec j = 2, . . . , n, i = 1, . . . , σ − 1, 0 < δ  ε  1.
Dans la boule unité le complémentaire de la réunion des hyperplans troués contient l’ensemble
{Qnj,i > 0, j = 2, . . . , n, i = 1, . . . , σ − 1}. De plus pour δ suffisamment petit {Qnj,i > 0,
j = 2, . . . , n, i = 1, . . . , σ − 1} ∩ B(1) contient les extrémités du chemin cité en dimension
n et il reste connexe. Donc le diamètre géodésique de l’ensemble {Qnj,i > 0, j = 2, . . . , n,
i = 1, . . . , σ − 1} ∩ B(1) est supérieur ou égal à σn−1(2 − 3ε).
À cette étape le nombre d’inégalités polynomiales de degré 2 est s = (n− 1)(σ − 1). Comme
ε peut être pris aussi petit que l’on veut nous avons Dg(n,2, (n − 1)(σ − 1),1) 2σn−1.
Pour t > 1 nous enfermons la construction dans le cylindre C d’axe parallèle à l’ axe des x1
et de base la sphère de dimension n− 2 circonscrite au cube [0, ε]n−1. L’intérieur du cylindre est
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caractérisé par l’inégalité x22 − εx2 + x23 − εx3 + · · · + x2n − εxn < 0. On obtient ainsi, contenu à
l’intérieur du cylindre C, un ouvert U défini par s = (n− 1)(σ − 1)+ 1 inégalités polynomiales
de degré 2. Nous choisissons sur le bord de C les deux points M = (1 − ε,0, . . . ,0) et N =
(1 − ε,0, . . . ,0,1) si σ est pair, N = (−(1 − ε),1, . . . ,1,1) si σ est impair ; un chemin joignant
les points M et N et contenu (sauf ses extrémités) dans l’intersection de U avec la boule unité
est de longueur supérieure à σn−1(2 − 3ε).
Nous disposons alors t cylindres C(1), . . . ,C(t) qui sont des images par isométrie du cylindre
C (avec M(k) et N(k) images de M et N ), de façon que les axes restent proches de l’axe des x1,
que les points N(k) coincident avec les points M(k+1), de la manière illustré par la Fig. 3.
L’intersection de B(1) avec la réunion des images U(1), . . . ,U(t) de U est un ouvert connexe
dont le diamètre géodésique est supérieur ou égal à σn−1(2 − 3ε)t . Donc nous pouvons écrire
que
Dg
(
n,2, (n − 1)(s − 1) + 1, t) 2tσ n−1.
Pour t = 1 nous avons Dg(n,2, s,1) 2( s
n−1 + 1)n−1  2( sn−1 )n−1.
Pour t > 1 nous avons Dg(n,2, s, t) 2( s−1
n−1 + 1)n−1t  2( s−1n−1 )n−1t .
Or Dg(n,2d, s, t)  Dg(n,2, ds, t). En effet les composantes connexes d’un ouvert semi-
algébrique défini par au plus ds inégalités polynomiales de degré 2 sont des composantes
connexes de l’ouvert semi-algébrique défini par au plus s inégalités polynomiales de degré au
plus 2d obtenus par des multiplications d par d des polynômes décrivant le premier ensemble.
Donc pour t = 1, Dg(n,2d, s,1) 2( ds
n−1 )
n−1
.
Par suite Dg(n, d, s,1) 2
(n−1)n−1 (	 d2 
s)n−1.
Avec d  2, on obtient
Dg(n, d, s,1) 2[3(n − 1)]n−1 (ds)
n−1.
Pour t > 1, Dg(n,2d, s, t)  2( ds−1
n−1 )
n−1t . Comme d  2 et s  1, ds  2 donc ds − 1  ds2
alors Dg(n,2d, s, t) 2[2(n−1)]n−1 (ds)
n−1t .
Par suite Dg(n, d, s, t) 2[2(n−1)]n−1 (	 d2 
s)n−1t . Finalement
Dg(n, d, s, t) 2
n−1 (ds)
n−1t. [6(n − 1)]
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Dg(n,2d,1,1) 2
(n − 1)n−1 d
n−1.
Dans ce cas, en utilisant les polynômes de Tchebyshev, D. D’Acunto et K. Kurdyka obtiennet
une meilleure constante. Ils trouvent en effet que
Dg(n,2d,1,1) 2dn−1, d ∈ N.
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